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1.5 极限运算法则

1.5.1   四则运算法则

1.5.2   复合函数的极限运算法则
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1.5 极限运算法则

1.5.1   四则运算法则

定理1.5.1 lim ( ) , lim ( )f x A g x B= =设 ，

[ ]
[ ]

   1

 2

 3 0

( ) lim ( ) ( )

( ) lim ( ) ( )
( )( ) lim ( )
( )

f x g x A B

f x g x A B
f x A B
g x B

± = ±

⋅ = ⋅

= ≠

则

0x x x→ →∞下面结果对 或 都成立。
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注 (1)结论可推广到有限个。

1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

  

          

      

lim ( ) , lim ( ) , lim ( ) ,

lim ( ) ( ) ( )

lim ( ) ( ) ( )

f x A f x A f x A

f x f x f x A A A

f x f x f x A A A

= = =

+ − = + −  
⋅ ⋅ =  

例 若

则

如

(2)应用定理时,条件不能忽视,要两个极限都存在

(有限)时才能进行。

但： 2 2 2
1 2lim( )

n

n
n n n→∞

+ + +

2 2 2
1 2lim lim lim

n n n

n
n n n→∞ →∞ →∞

+ + +≠ 

2

( 1) 1lim( )
2 2n

n n
n→∞

+
= =
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[ ]1 lim ( ) lim ( )C f x C f x C⋅ = ⋅推论 ， 为常数

[ ]2 lim ( ) ( lim ( ) , )n nf x A f x A n N= = ∈推 若 为常数论

0

1
0 11 ( ) lim ( )n n

n x x
f x a x a x a f x−

→
= + + + ，求例

0

    lim ( )
x x

f x
→

解
0 0 0

1
0 1lim( ) lim( ) limn n

nx x x x x x
a x a x a−

→ → →
= + + +

1
0 0 1 0

n n
na x a x a−= + + + 0( )f x=

0
0lim( )n

x x
a x

→ 0
0 lim( )n

x x
a x

→
=

0
0( lim )n

x x
a x

→
=

0 0
na x=
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23
2 3

9
lim
x

x
x→

−
=

−
例

0

  ( )lim
( )

n

x x
m

P x
Q x→

则

3

1
3

lim
x x→ +

0

0

( )
( )

n

m

P x
Q x

= ， 0 0( )mQ x ≠前提条件：

1
0 1

1
0 1

( )

( )

n n
n n

m m
m m

P x a x a x a

Q x b x b x b

−

−

= + + +

= + + +





如果

1
6

=

21

2 3
5

3
4

lim
x

x
x x→

−
− +

例

2

1

5 4 0
2 3

lim
x

x x
x→

− +
=

−
解 21

2 3
5 4

lim
x

x
x x→

−
∴ = ∞

− +

0 = 0( )mQ x若 呢？

)
0
0( 型

(消去零因子法)



6

3 2

3

3 4 2
7 5 3

4 lim
x

x x
x x→∞

+ +
=

+ −
例

3

2 3

1 13 4 2

1 17 5 3
lim
x

x x

x x
→∞

+ +

+ −

3
7

=

2

3

2 1
7 5 3

lim
x

x
x x→∞

+
+ −

3

2 3

2 1

5 37
lim
x

x x

x x
→∞

+
=

+ −
=0

3

2

7 5 3
2 1

lim
x

x x
x→∞

+ −
+

=∞

)( 型
∞
∞

无穷小分出法:  以分母中自变量的最高次幂除
分子,分母,以分出无穷小,然后再求极限.
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3 2

3

3 4 2
7 5 3

4 lim
x

x x
x x→∞

+ +
=

+ −
例

3
7

2

3

2 1
7 5 3

lim
x

x
x x→∞

+
+ − =0

3

2

7 5 3
2 1

lim
x

x x
x→∞

+ −
+

=∞

   ,注 一般地

1
00 1

1
00 1

0
0





,

lim
,
,

m m
m

n nx
n

n m
aa x a x a
bb x b x b n m

n m

−

−→∞

>
 ≠ + + + =   ≠+ + + =  
 <

0
0

0

a
b
∞
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0

16 1  ( )lim ( )
n

x

x n N
x→

+ −
∈例 求

1 2 2

0
lim

n n
n n n

x

C x C x C x
x→

+ + +
=



解 原式

n=

21 1
7 1 2 

1
lim
x x x→

 − − − 
求例

21

1 2
1

lim
x

x
x→

+ −
=

−
式解 原

0

15 1 
3

lim
x

x
x→

+ −
=例

0 3 1 1
lim

( )x

x
x x→ + +

1
6

=

1

1 1
1 2

lim
x x→

−
= = −

+

( )1 12

0
lim n

n
n

n nx
x xC CC

→

−+ + += 

)
0
0( 型

)( 型∞−∞
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0 , , , 0
0

∞
∞ −∞ ⋅∞

∞
总结：对于不定型 型

利用代数变形,

(1).消去零因子法求极限;(因式分解，分母、分子
有理化）

(2).无穷小因子分出法求极限;

。，型化为
∞
∞

∞⋅∞−∞
0
00,).3(
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8 sinlim
x

x
x→∞

例

0

sinlim ?
x

x
x→

=

1lim sin
x

x
x→∞

= ⋅ 0=

无穷小与有界函数的乘积仍是无穷小。

1 0lim limsin
x x

x
x→∞ →∞

= ⋅ =×
[ ]

lim ( ) , lim ( )
lim ( ) ( )

f x A g x B
f x g x A B

= =

⋅ = ⋅

设 ，则

x
xy sin

=
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0 1

1
1

1,sin sin( )lim lim
x x

x x
x x→ →

−
−

=已知 求

0

sinlim
→u

u
u

10
1 1 0sinlim , lim( ) ,

u x

u x
u→ →

= − =因为 所以：

0 0

  

lim lim , lim( ,) ( )
x x x x u a

a f ux u A
→ → →

= = =进一步地：设

那么

ϕ

1 0

1
1

sin( )lim
x

x
x− →

−
=

−

希望如下结论成立：

1

1
1

sin( )lim
x

x
x→

−
− 1u x= −令

[ ]
0

l (i )m
x x

f x
→

ϕ lim ( ) ?
u a

f u A
→

= =

0
1sinlim

u

u
u→

= =
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1.5.2   复合函数的极限运算法则

[ ]
0

0
0        

      

1.5.2

            

lim ( ) , lim

lim

( )

lim
(

( ) ( )
)

x

x x u a

ax u

xx a f u A

f uf
x

x
u

A
a

→ →

→→

= =

= ≠

= =

在 的

某个去心邻域中

设 ，且

，则

定理

ϕ
ϕ

ϕ

1 0

1
1

  1sin( ) sinlim lim
x u

x u
x u→ →

−
−

= =例如

(1)   该定理是求极限换元的理论依据,

(2)  如果最后一个条件不满足, 则结论不一定成立, 
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[ ]
0

0

0        

        

1.5.2

          = 

( )

(

( )

) .
(

( )
)x u x a

u x a
u a

x x f x f u A

x x
f u A

= →

→

≠

→

=

→

→

→

设 ， ；

               当 时， ，且

在 的某个去心 ，则

当 时

邻域

，

中

定理 当 时 ϕ

ϕ

ϕ

0(3) x x u a
x u

→ →

→∞ →∞

条件中的 和

可与 和 随意组合成多种形式。如：

0 (
( )

)u xx x
f Au u

ϕ= →∞→

→∞ →

， ；

当 时，

当 时

，则

[ ]0  ( )  = ( ) .x x f x f u Aϕ→ →当 时，
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2

1

2( 1)9 lim
1x

x
x→

−
−

例

解

2

1

2( 1)lim
1x

x
x→

−
−



2lim
1

)1(2lim
4

2

1
==

−
−

→→
u

x
x

ux

1
)1(2)(,)(

2

−
−

===
x
xxuuuf ϕ

1
lim 2( 1) 4
x

x
→

= + =
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解
0

1(1) lim 0, sin
x

x
x→

= 是有界量

0

1: lim sin 0
x

x
x→
=由无穷小性质

1(2) lim sin ?
x

x
x→∞
= ∞ ×

(无穷大乘有界量,不一定是无穷大)

正确解法

0

1 1 (1) lim sin ; (2) lim sin4
x x

x x
x x→ →∞

例 求

1 ,y
x

=令
0

1 sinlim sin lim
x y

yx
x y→∞ →
= 1=

求极限的补充例子：
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3 2 3

21

2 1 (1) lim ( ( )( ) ); (2) lim
( 1)

5
x x

x xx a x b x
x→+∞ →

− +
+ + −

−
例 求

解
( )(1) lim

( )( )x

a b x ab
x a x b x→+∞

+ +
=

+ + +
原式

( )
lim

(1 )(1 ) 1
x

aba b
x

a b
x x

→+∞

+ +
=

+ + +
2

a b+
=

3 2 23(2) , , 1 1y x x y x y= = → →令 则 且 时

2

3 21

2 1lim
( 1)y

y y
y→

− +
=

−
原式

2

2 2 21

( 1)lim
( 1) ( 1)y

y
y y y→

−
=

− + +
1
9

=



17

lim
x

thx
→+∞

解：

lim
x

thx
→ − ∞

lim
x

thx
→∞

∴ 不存在。

lim
x x

x xx

e e
e e

−

−→+∞

−
=

+

2

2

1
1

lim
x

xx

e
e

−

−→+∞

−
=

+
1=

2

2

1
1

lim
x

xx

e
e→−∞

−
=

+
1= −

见教材图1.126 lim
x

thx
→∞

求例 lim
x x

x xx

e e
e e

−

−→∞

−
=

+

lim x

x
e

→ − ∞
lim x

x
e−

→+∞
=0=

lim x

x
e

→+∞
lim x

x
e−

→ − ∞
== +∞

1

0
lim x
x

e
+→

=
1

0
lim x
x

e
−→

=



18

求例

1

1 1
0

lim7  
x

x xx

e
e e

−→ −

1 2

1 1 2 2

1 1

11
x x

x x x x

e e
e e e e

−
− − −

= = +解：因

0x +→当 时，

0x −→当 时，

0
lim ( )
x

f x
→

所以 不存在.

2

2 ,
x

e
x

→ +∞→+∞ ，
0

lim ( ) 1
x

f x
+→

=故

0
lim ( ) 0
x

f x
−→

=故
2 ,
x
→−∞

2

0xe → ，

lim
t

t t
t

e
e e −

−→∞
=
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0( )f x x注：求函数 在点 处的极限，都应看看单侧极限

的情形，如果两侧变化趋势相同，则不用分开来讨论.
    特别要注意的是分段函数的分段点，有些三角

函数的特殊点，如：

tan
2

x x π
=在 处，

11arctan 0x x
x e =和 在 处

0
2

lim tan
x

x
π

→ + 0
2

lim tan
x

x
π

→ −
= +∞= −∞

+0

1lim arctan
x x→

lim arctan
u

u
→+∞

=
2
π

=

0

1lim arctan
x x−→

lim arctan
u

u
→−∞

=
2
π

= −
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